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Conceitos Matematicos & Notacoes

Apéndice A: Notacoes

- Ax,dx: uma pequena mudanga em X

|

: a derivada parcial em relagcdo a t mantendo as outras varidveis fixadas

: a derivada no tempo de uma quantidade que é fungdo apenas do tempo

S

- x: derivada no tempo de x, 3—’[‘

. 2
- X: derivada no tempo de segunda ordem de X, %

- %: derivada material (de Lagrange), a taxa de variacdo de uma caracteristica seguindo um elemento

de fluido.

Abaixo, negrito indica os campos vetoriais, 00 € uma constante, e todas as outras varidveis sao campos
escalares. As componentes de um campo vetorial f sdo indicadas como (f*, 7, f%). Em adicao, utilizamos

a convengdo em ciéncias atmosféricas em que o vetor vento tridimensional v = (u, v, w) e o vetor vento

horizontal u = (u, v), onde u = % € o vento na dire¢do leste-oeste local, v = Z—f € o vento na direcdo norte-

sul local e w = % ¢é o vento na vertical local. Finalmente, i, j,k sdo vetores unitdrios locais na direcdo das

coordenadas X, y, z, respectivamente.

Apéndice B: Calculos Vetoriais

Operadores Vetoriais
Quantidades Uteis

Formulas Vetoriais

Abaixo, a, b, ¢ sdo campos vetoriais, Y € um campo escalar e o € uma constante.

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axbh) (B.1)

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b) (B.2)
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(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c) (B.3)
V(ay) = oVy (B4)
V-(a+b)=V-a+V-b (B.5)
V.-(ya)=yV-a+a -Vy (B.6)
Vx(ya)=Vyxa+yV xa (B.7)
V- (Vxa)=0 (B.8)
Vx(Vy)=0 (B.9)
Vx(axb)=(a-V)b+bV-a (B.10)
(a-V)a:(an)xa—i—%V(a-a) (B.11)
Nome Vetor/Escalar | Notagdo Vetorial Expansdo Cartesiana
Gradiente vetor \Y% a%i + a%j + a%f(
Laplaciano 2-D (escalar) escalar VZ=V.V aa—xzz + 8%-22 + %
Divergente de um vetor escalar Vv % + g—; + %—f
Rotacional de um vetor 2-D vetor Vxu (% - g—;)f(
Rotacional de um vetor 3-D vetor Vxv (aa—”y” - g—;)f—i— (g—? - %)j + (% - g—;‘,)f(
Determinante Jacobiano 2-D escalar J(yQ) %—1’3—% - %—‘y" %
Nome Relacdo Coordenadas Cartesiana
Vorticidade w=Vxv w:(%—g—;)f+(g—z—%—¥)j+(%—g—;)ﬁ

Vorticidade na direcio k

Funcdo de corrente

H. B. Gomes

w'={=Vxu

¥,V =L v=kxVy

L= (5 -5k
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Apéndice C: Derivada Material
Derivada material 2-D de um campo escalar
Dp dp dxdp dydp dp dp Ip
L T L PR i 1
Dr o Tarax Taray o “ax Vay €D
9p
=2+ 4tu-v .
S Tuvp (C2)

E importante conhecer os operadores v - V() e u- V(), pois sdo operadores de adivec¢do em 3-D e 2-D,

respectivamente.

Derivada material 3-D de um campo escalar

DI _Or  axdr  dy3r  dedT _
Dt Ot dtox dtdy dtoz

zal—i-v-VT
ot

Derivada material 3-D de um campo vetorial

oT

ot

Dt _of dxof dyodf dzof of of ~of
Di o diox  didy dioz o ox | dy

of
= — -VfI
8t+v

e para uma particular componente de f

pf_or o
Dt ot +u8x Ty

Forma Advectiva vs Fluxo

of*
dy

A forma do fluxo de uma quantidade pode ser escrita como:

dip+V-(pv)

A forma advectiva de uma quantidade pode ser escrita como:

Dp

—+pV-v

Dt

+waZ

df

Usando B.6 e C.2, pode ser mostrado que a C.8 e C.9 sA£o idA®nticos.
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0z

(C.3)

(C4)

(C5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)
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Apéndice D: Teoremas

Teorema da divergéncia (teorema de Gauss)

O teorema da divergéncia refere-se a integral da divergéncia de um campo vetorial a sobre um volume

V para o fluxo total do campo vetorial, para fora da superficie fechada A que circunda o volume V:

///V-adV://a~ndA, (D.1)

onde a € um campo vetorial arbitrario e n é a unidade para fora normal a superficie A.

Teorema de Stokes

O teorema de Stokes € o "rotacional andlogo"do teorema de Gauss. Ele relaciona a integral da compo-

nente normal de V x a sobre uma superficie aberta A para a integral de linha de a em torno de uma superficie

//(an)-ndA:fa‘dr. (D.2)

Apéndice E: Operadores Diferenciais em Coordenadas Curvilineas

fechada A:

Coordenadas verticais generalizadas

Considere uma coordenada vertical geral r, que € assumido como sendo uma fun¢do monotdnica de
altura z. Se vocé desejar transformar as equacdes do movimento em um sistema de coordenadas (X, y, r, t) a
partir de (X, y, z, t), entdo z = z(X, y, 1, t) torna-se uma variavel dependente. Qualquer fun¢do A = A (x,y, z,
)=A (X, Y,z (X,y, R, t), t) pode ser transformada em um novo sistema de coordenadas, onde as derivadas
horizontal e de tempo se transformam como

L
0z

aix
os

o
r_as

0z

sa (E.1)

Z r

onde s denota x, y ou t e |, denota explicitamente uma diferencial com @ mantido constante. A derivada

parcial vertical de A resulta simplesmente da regra da cadeia. Isso é,

0A 0A 0z
— === E.2
or  Orodr E-2)
O gradiente de A ao longo de uma superficie de r constante €, portanto,
0A d
VA=VA+ 2Ty, (E.3)
or 9z
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E importante lembrar que as dire¢des dos vetores unitdrios (i, j e K) sdo iguais em ambos os sistemas de
coordenadas r e z. Isto é, 0s eixos x e y estdo sempre na posicao horizontal e ndo sao orientados ao longo de
superficies de r constante e o eixo vertical é ainda perpendicular a x e y.

Coordenadas curvilineas gerais

A expressdo métrica em coordenadas curvilineas gerais X, Xz, X3 €

(d)* = (hydx))? + (hydx2)* + (hadx3)?, (E.4)

onde d/ € um elemento de comprimento e /,hy,h3 sdo os coeficientes métricos. Seja i, j, k os vetores
unitdrios locais na dire¢ao das coordenadas x;,x»,x3. O gradiente de um escalar p, o divergente e rotacional

de um vetor v (com componentes u, v, w) sdo entdo dados por

dp . dp op

Vp=i k E.5
P lhlaxl +tha)€2 + h3aX3 ’ ( )
1 8(h2h3u) 8(h1h3v) a(hlhzw)
V.v= E.6
v h1h2h3 |: ax1 + sz + aX3 ’ ( )
i [d(haw) Od(hyv) j [d(hu) Od(h3w) k [d(hyv) Od(hu)
\Y% = — — — . E.7
<V hahs { oxs 0x3 + h3hy | Ox3 ox1 + hihy | 0x; 0x2 (E.7)
A férmula (E.4) também pode ser escrita na forma de determinante
hi hj hsk
1

V.v 9 0 N (E.8)

:h1h2h3 ox; Oxp  ox
hiu hyy hyw

Coordenadas cartesianas

Agora vamos aplicar essas férmulas gerais em coordenadas cartesianas. A expressdo métrica em coor-

denadas cartesianas é
(d)? = (dx)? + (dy)* + (dz)?, (E.9)

que € obtida a partir de (E.1) usando h; = 1, hp = 1, h3 = 1 e usando a notagdo X, y, z no lugar de
X1, x2, x3. Se i, j, k denotam vetores unitdrios nas dire¢Ges leste, norte e vertical, temos para o gradiente,

divergéncia e rotacional
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dp  .dp  Op
Vp=i—+j=—+k=— E.1
p laxﬂaer 3 (E.10)
ou Jdv ow
Vive — +— 4+ — .
v 8x+8y+8z’ (E.11)
ow v du Jw Jdv  du
\% =il =— —=— il =—— =— k(i——=—]. E.12
<V l<8y az>+']<8z 8x>+ <8x 8y) (E-12)
A férmula (E.9) pode ser escrita na forma de determinante
i k
v 0 d Jd
V=4 & & (E.13)
u vow

Coordenadas cilindricas

Agora vamos aplicar as férmulas gerais em coordenadas cilindricas r, ¢, z, onde r € o raio, ¢ é o angulo

tangencial, e z € a distancia vertical. A expressdo métrica em coordenadas cilindricas é
(dl)* = (dr)* + (rd9)* + (dz)?, (E.14)

que € obtida a partir de (E.1) usando h; =1, hp = r, h3 = 1. Se i, j, k denotam vetores unitarios nas

direcdes radial, tangencial e vertical, temos para o gradiente, divergéncia e rotacional

_9p .dp  Op
_0(ru)  dv | dw
V.v= or +%+8727 (E16)
. ow v (ou ow a(rv) du
A férmula (E.14) pode ser escrita na forma de determinante
i k
1
v=_1|2 9 9
V.v= |5 % =| (E.18)
u rvow
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Coordenadas esféricas

Agora vamos aplicar as férmulas gerais em coordenadas esféricas A, ¢, r, onde A é a longitude, ¢ é a
latitude, e r € a distancia do centro da Terra ao ponto em questdo. A expressdo métrica em coordenadas

esféricas é
(d1)* = (rcos6d\)? + (rd§)? + (dr)?, (E.19)
que € obtida a partir de (E.1) usando h; = rcosd, h, =r, h3 = 1. Se i, j, k denotam vetores unitarios nas
direcdes leste, norte e vertical, temos para o gradiente, divergéncia e rotacional

. dp  .op  Op
v lrcos(l)ak Jr8¢+k§’ (E20)

V.ov_ ou d(vcosd)  A(r*w)
~ rcosGON  rcoshpdd  r2or

_ (9w 9(m) (O(ru)  dw v d(ucosd)
Vxv= l<r8¢ ror > +J< ror rcos¢8k> +k<rc0s¢8k rcoshod > (E.22)

(E21)

A férmula (E.19) pode ser escrita na forma de determinante

rcospi  rj Kk
1
V= d ) J
V.v= Peosd = % (E.23)
urcos¢ vr w
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